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Teorie, kterou budeme pouzivat:

Véta 6 Necht M C R™ , a € IntM , j € {1,...,n} a funkce f : M — R
md v bod€ a lokdlni extrém (vzhledem k M ). Pak (?Tfj(a) neexistuje nebo je

nulovd.

Véta 9 Mnozina M C R" je kompaktni, privé kdyZ je uzaviend a ome-
zend.

Véta 10 Necht M C R™ je neprdzdnd kompaktni mnoZina o f : M — R je
spojitd na M. Pak f nabjvd na M svého maxima i minima.

Postup:

1. M =R"
(a) Najdeme stacionarni body (tj. body, kde jsou parcialni derivace
podle v8ech proménnych nulové nebo neexistuji).

(b) Pomoci limit v nekone¢nu a odhadt ur¢ime supremum a infimum

f(M)

2. M kompaktni:

(a) Ve vnitiku M najdeme stacionarni body.

(b) Parametrizujeme hranici a tim pfevedeme tlohu na pfipad o jednu
dimenzi nizsi.

(c¢) Pokud byla dimenze vétsi nez 2, opakujeme kroky 1. a 2., dokud
to jde.

(d) Mezi podezielé body zahrneme i krajni body hranice.

(e) Porovname funkéni hodnoty vSech podezielych bodd.

3. M neni kompaktni: vySetfujeme extrémy f na M, protoZe i body na

hranici ovliviiuji hodnoty suprema a infima. Pokud M neni omezena, je
tfeba odhadnout funkci nebo spoéitat limitu v nekoneénu.



Priklad 2: f(z,y) = 2* —zy+y>, M ={[z,y] € R? [z| +[y| < 1};

M je kompaktni (obrazek viz piilozeny soubor) a f spojita. Nejprve najdeme

stacionarni body na IntM = {[z,y] € R?; |z| + |y| < 1}. (Zluta cast).
SL(xy) =22y

0
Ly =2y —w.
PoloZime-li ob& derivace rovné nule, dostaneme feseni [x,y] = [0, 0]. Protoze

A =10,0] € IntM, je to prvni podeziely bod.
Nyni budeme vySetfovat hranici M. Ta se neda jednoduSe parametrizovat
jednim vzorcem, proto si ji rozdélime na ¢ty¥i ¢asti:

l.y=z+ 1,2 € (—1,0) (modra usecka)
Dosadlme za y do vzorecku pro f: f(z) = 2° — x(x + ) (x+1)2 =
2? + 2 + 1. Nyni hledame stacionarni body f pro x € (—1,0).

=

1 1
f’(:c):2x+1:0:>x:f§:>y:77+1:f.Dostz’wéme
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3 2]. Navic zahrneme i krajni body tsecky:

N}

podezieny bod B = {—

C=[-1,00a D=]0,1].
2. y=—xz+ 1,2 € (0,1) (ervena usecka)

Analogicky jako v predchozim piipadé dostaneme body F = B, ;] a
=[1,0]

1 1
3. y=—x— 1,2 € (—1,0) (zelena tsectka) = G = [—2, —2} ,H=10,-1]

1 1
4. y=x—1,2 €(0,1) (hneda usecka)= I = {2, —2]

Nyni zbyva uz jen spocitat funkéni hodnoty ve vSech podezielych bodech:
3
F(A)=0,f(B) = f(I) = 1, f(C) = f(D) = f(F) = f(H) = 1
1
f(E) = f(G) = 1 Porovnanim téchto funkénich hodnot mutzeme piiklad

uzaviit s vysledkem: minimum je 0 a nabyva se v A a maximum je 1 v
C,D,F H.

Piiklad 4: f(z,y,2) = 2® +y> + 22 + 22+ 4y — 62;, M =R3;
Nejprve ur¢ime stacionarni body:

YU =2p42=0=2=-1

%:2y+4:0:y:—2

9 =2y —6=0=2=3



Dostavame jediny bod [—1,—2,3] s funkéni hodnotou —14. Snadno nahléd-
neme, Ze napf. 111}1{.10 f(z,y,z) = 0o pro (y, z) pevné. Tudiz supremum f na M
je oo, neboli f neni na M omezena. (Poznamka: lze poéitat i jakoukoli jinou
limitu, ktera vyjde nekone¢no, napf. limitu do —oco nebo limity v y nebo z.)
Zbyvé dokézat, ze —14 je minimum (tuto domnénku muzeme ziskat napiiklad
z toho, Ze vSechny limity do nekoneéna vysly nekonecéné/kladné).

Plati:

x2+2x271
y:+dy > —4
22—622—9

(naptiklad z pribéhii funkei jedné proménné), dohromady:
flx,y,2) > —1—4—9=—14. Tudiz —14 je minimum.

Napovédy k dalsim typum priikladi:

e Priklad 1: Hranici M rozdélime na Sest stén (napf. z = 1,z,y € (—1,1)).
Na kazdé sténé dosadime do funkéniho pfedpisu (v tomto pfipadé z =
1: f(z,y) = (x+ y)2 + (z— y)2 + 1. Nyni uz mame funkci dvou pro-
ménnych na dvoudimenzionalni mnoziné a mizeme postupovat stejné
jako v prikladu 2 (t¥eti souradnice bude u této stény vzdy 1). Je dobré
si vS8imnout, Ze hrany jsou spole¢né pro vice stén, takze je nemusime
pocitat vickrat.

e Priklady 16 - 18: zde je cilem udélat si predstavu, jak by se mohlo
vySetfovani extrémil funkci vice proménnych pouzit v b&zném Zivoté.
Je tieba slovni zadani pfevést na matematickou formulaci (tedy uréit f
a M) a poté takto formulovany pifklad vyTesit podobné jako vSechny
predchozi.



